Ikke-standardanalyse og hyperreelle tal

Sebastian @rsted

Institut for Matematik

9. oktober 2015

Ikke-standardanalyse og hyperreelle tal S



1600-tallet
Differentiation

Antag, at u(x) andrer sig du, ndr x andrer sig med den

infinitesimale vardi dx > 0. S er den afledte brgken %.
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1600-tallet
Differentiation

Antag, at u(x) andrer sig du, ndr x andrer sig med den

infinitesimale vardi dx > 0. S er den afledte brgken %.

Setning 1
Hvis u og v er differentiable, er uv differentiabel, og

dluv) ud + v

dx
Beuvis. d(uv) = (u+ du)(v+dv) — uv
= udv + vdu+dedv
dvs. d((;;") =y 4y O
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Integration

Integralet fab f(x) dx er den uendelige sum af de infinitesimale tal
f(x) dx, hvor x Igber fra a til b.
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1600-tallet

Integration
Integralet fab f(x) dx er den uendelige sum af de infinitesimale tal
f(x) dx, hvor x Igber fra a til b.

Satning 2

Arealet af en cirkelskive med radius r er 7r?.

A

Arealet af striben fra x til x + dx
er dA = 27wx dx. Hele arealet er

A_/dA_27r/ xdx = 7r?. [
> 0

Ikke-standardanalyse og hyperreelle tal S@



Ikke-standardanalyse
|kke-standardanalyse

Grundlagt af Abraham Robinson i 1960’erne.

Ikke-standardanalyse og hyperreelle tal S@



Ikke-standardanalyse
|kke-standardanalyse

Grundlagt af Abraham Robinson i 1960’erne.

Udvider R til *R, de hyperreelle tal, et reelt lukket legeme som
indeholder uendeligt store og sm3 tal.

Ikke-standardanalyse og hyperreelle tal S@



Ikke-standardanalyse
|kke-standardanalyse

Grundlagt af Abraham Robinson i 1960’erne.

Udvider R til *R, de hyperreelle tal, et reelt lukket legeme som
indeholder uendeligt store og sm3 tal.

De kan kun konstrueres abstrakt via Zorns Lemma. Entydigheden
af *R er xkvivalent til Kontinuumshypotesen.
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lkke-standard-calculus Konstruktion af
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1600-tallet Ikke-standardanalyse

lkke-standard-calculus Konstruktion af

Vi skriver x & y, hvis x — y er infinitesimal. For alle endelige x € *R
findes en entydig standarddel st(x) € R, s8 x = st(x).

» The transfer principle«. Enhver maengde X C R" har en
naturlig udvidelse *X C (*R)” med *X NR" = X.

Enhver funktion £ p& X C R" har en naturlig udvidelse *f defineret
pé *X. Den opfylder alle de fgrsteordensrelationer, som f opfylder.

Alle relationer og udsagn fra R har ogs en naturlig udvidelse til *RR.
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En funktion u(x) er differentiabel i xg € R, hvis

U’(XO) = St(%) = St(%)

findes for alle infinitesimaler Ax # 0 og er uafhangig af Ax.
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Ikke-standard-calculus

En funktion u(x) er differentiabel i xg € R, hvis

ul(xo) = St(%) = st(w)

Ax

findes for alle infinitesimaler Ax # 0 og er uafhangig af Ax. Szt da
dx = Ax og du = v/ dx. Nu er % = U atter en brgk.

Funktionen u(x) er kontinuert i xop € R, hvis u(x) =~ u(xp), nér
X R X0.
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En funktion u(x) er differentiabel i xg € R, hvis
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findes for alle infinitesimaler Ax # 0 og er uafhangig af Ax. Szt da
dx = Ax og du = v/ dx. Nu er % = U atter en brgk.

Funktionen u(x) er kontinuert i xop € R, hvis u(x) =~ u(xp), nér
X R X0.
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Ikke-standard-calculus

En funktion u(x) er differentiabel i xg € R, hvis

U’(XO) = St(%) = St(%)

findes for alle infinitesimaler Ax # 0 og er uafhangig af Ax. Szt da
dx = Ax og du = v/ dx. Nu er % = U atter en brgk.

Funktionen u(x) er kontinuert i xop € R, hvis u(x) =~ u(xp), nér
X R X0.

d(uv) _ . dv du
a = Uax TV

Bevis for

A(uv) = (u+ Au)(v+ Av) — uv
=ulAv+vAu+ AulAyv

d(uv) A(uv)

dvs. = st( A ) = st(u% + v% + Au%)
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Ikke-standard-calculus

En funktion u(x) er differentiabel i xg € R, hvis

i (x0) = st(RY) = st(“etR)=ulel)
findes for alle infinitesimaler Ax # 0 og er uafhangig af Ax. Szt da
dx = Ax og du = v/ dx. Nu er % = U atter en brgk.

Funktionen u(x) er kontinuert i xop € R, hvis u(x) =~ u(xp), nér
X R X0.

d(uv)

; — dv du
Bevis for o = Uge tvg-

A(uv) = (u+ Au)(v+ Av) — uv
=ulAv+vAu+ AulAyv

T =st(SR) =st(uRy v+ BegY) = v v O
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Ikke-standard-calculus
Integration

Givet Ax € R,Ax >0 og f: [a, b] — R settes
b
Z f(x) Ax = f(x0) Ax + - - - + F(xp_1) Ax + F(x,)(b — 1),
a

hvor xg = a og x; = x;_1 + Ax.
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Integration

Givet Ax € R,Ax >0 og f: [a, b] — R settes

b
D F(x) Dx = F(x0) Ax + -+ F(xn-1) Dx + F(xa)(b — Xp),

hvor xg = a og x; = x;_1 + Ax.
Ax — Zg f(x) Ax har en naturlig udvidelse til *R. Saet
b

/ab f(x)dx = st(z f(x) dx)

a

for dx > 0 infinitesmal.
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Integration

Givet Ax € R,Ax >0 og f: [a, b] — R settes

b
D F(x) Dx = F(x0) Ax + -+ F(xn-1) Dx + F(xa)(b — Xp),

hvor xg = a og x; = x;_1 + Ax.

Ax — Zs f(x) Ax har en naturlig udvidelse til *R. Saet

b b
/a f(x)dx =st (Z f(x) dx)

for dx > 0 infinitesmal. Vi kalder f integrabel, hvis fab f(x) dx findes
og er uafhaengig af dx.
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Ikke-standard-calculus

Satning 3 (Analysens Fundamentalsatning)

Hvis f: [a, b] — R er kontinuert, s& er F(t) = f; f(x) dx
differentiabel for t € (a, b), og F' =f.
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Hvis f: [a, b] — R er kontinuert, s& er F(t) = f; f(x) dx
differentiabel for t € (a, b), og F' =f.

Bevis. Lad ¢ € (a,b) og u € (0, b— ¢). S8 findes m, M € [c, c + u],
sd f(m) < f(t) < f(M) for t € [c,c+ u].
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Ikke-standard-calculus

Satning 3 (Analysens Fundamentalsatning)

Hvis f: [a, b] — R er kontinuert, s§ er F(t) = f; f(x) dx
differentiabel for t € (a, b), og F' =f.

Bevis. Lad ¢ € (a,b) og u € (0, b— ¢). S8 findes m, M € [c, c + u],
sa f(m) < f(t) < f(M) for t € [c,c+ u]. Ergo er

ctu ctu ctu
uf (m) = / F(m) dx < / F(x) dx < / F(M) dx = uf (M),
Med andre ord: Vu € *(0,b—c) dm,M € *[c,c+ u]:

uf(m) < F(c+ u) — F(c) < uf(M).

F(c+u)—F(c)

u=0: f(c)~f(m) < y

< f(M) = f(c). O
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Ikke-standard-calculus
Hyperhele tal

Lad [x] vaere heltalsdelen af x € R. S& har [ -] en naturlig udvidelse
til *R. Lad *Z veere maengden af de x € *R, som opfylder [x] = x.
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Lad [x] vaere heltalsdelen af x € R. S& har [ -] en naturlig udvidelse
til *R. Lad *Z veere maengden af de x € *R, som opfylder [x] = x.

Tilsvarende for N.

Da opfylder *N Peanos aksiomer; indefra kan man ikke se forskel p&
N og *N.
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Hyperhele tal

Lad [x] vaere heltalsdelen af x € R. S& har [ -] en naturlig udvidelse
til *R. Lad *Z veere maengden af de x € *R, som opfylder [x] = x.
Tilsvarende for N.

Da opfylder *N Peanos aksiomer; indefra kan man ikke se forskel p&
N og *N.
En talfglge a: N — R har en naturlig udvidelse a: *N — *R.
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Ikke-standard-calculus
Hyperhele tal

Lad [x] vaere heltalsdelen af x € R. S& har [ -] en naturlig udvidelse
til *R. Lad *Z veere maengden af de x € *R, som opfylder [x] = x.
Tilsvarende for N.

Da opfylder *N Peanos aksiomer; indefra kan man ikke se forskel p&
N og *N.

En talfglge a: N — R har en naturlig udvidelse a: *N — *R. Fglgen

{an}nen er konvergent imod a, hvis ay ~ a for alle uendeligt store
H e *N.
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Ikke-standard-calculus

Seatning 4 (Mellemvaerdisaetningen)

Hvis f: [a, b] — R er kontinuert og s er et punkt imellem f(a)
og f(b), s& findes et c € [a, b], s f(c) =s.
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Seatning 4 (Mellemvaerdisaetningen)

Hvis f: [a, b] — R er kontinuert og s er et punkt imellem f(a)
og f(b), s& findes et c € [a, b], s f(c) =s.

Bevis. Antag f(a) < s < f(b). For n € Z,n > 1 sattes
d=(b—a)/n.
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Ikke-standard-calculus

Seatning 4 (Mellemvaerdisaetningen)

Hvis f: [a, b] — R er kontinuert og s er et punkt imellem f(a)
og f(b), s& findes et c € [a, b], s f(c) =s.

Bevis. Antag f(a) < s < f(b). For n € Z,n > 1 sattes
d=(b—a)/n. Sa findeset me Z,0<m<n,sa

f(a+ mé) <s < f(a+ (m—+1)0d).
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Seatning 4 (Mellemvaerdisaetningen)

Hvis f: [a, b] — R er kontinuert og s er et punkt imellem f(a)
og f(b), s& findes et c € [a, b], s f(c) =s.

Bevis. Antag f(a) < s < f(b). For n € *Z,n > 1 sattes
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f(a+ mé) <s < f(a+ (m—+1)9d).
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Ikke-standard-calculus

Seatning 4 (Mellemvaerdisaetningen)

Hvis f: [a, b] — R er kontinuert og s er et punkt imellem f(a)
og f(b), s& findes et c € [a, b], s f(c) =s.

Bevis. Antag f(a) < s < f(b). For n € *Z,n > 1 sattes
d=(b—a)/n. S8 findeset me “Z,0 < m < n, sd

f(a+ mé) <s < f(a+ (m—+1)9d).

Velg n uendelig, og st ¢ = st(a+ md).
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Ikke-standard-calculus

Seatning 4 (Mellemvaerdisaetningen)

Hvis f: [a, b] — R er kontinuert og s er et punkt imellem f(a)
og f(b), s& findes et c € [a, b], s f(c) =s.

Bevis. Antag f(a) < s < f(b). For n € *Z,n > 1 sattes
d=(b—a)/n. S8 findeset me “Z,0 < m < n, sd

fla+ md) <s < f(a+(m+1)d).
Valg n uendelig, og st ¢ = st(a+ md). Ved at tage standadrdelen

far vi

f(c) <s < f(c),

da f er kontinuert. O
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Konstruktion af *R

Et filter p& N er en ikke-tom delmangde F C P(N), som opfylder
o HiisUe FogUCV,sderV eF.
e HvisU,VeF,erUNV eF.
o J¢F.
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Et filter p& N er en ikke-tom delmangde F C P(N), som opfylder
o HiisUe FogUCV,sderV eF.
e HvisU,VeF,erUNV eF.
o J¢F.
Vi kalder F et ultrafilter, hvis der endvidere galder
@ For alle U € P(N) er enten U eller N\ Ui F.
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Et filter p& N er en ikke-tom delmangde F C P(N), som opfylder
o HiisUe FogUCV,sderV eF.
e HvisU,VeF,erUNV eF.
o J¢F.
Vi kalder F et ultrafilter, hvis der endvidere galder
@ For alle U € P(N) er enten U eller N\ Ui F.
Det kaldes frit, hvis

@ F indeholder ingen endelige maengder.
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Et filter p& N er en ikke-tom delmangde F C P(N), som opfylder
o HiisUe FogUCV,sderV eF.
e HvisU,VeF,erUNV eF.
o J¢F.
Vi kalder F et ultrafilter, hvis der endvidere galder
@ For alle U € P(N) er enten U eller N\ Ui F.
Det kaldes frit, hvis
@ F indeholder ingen endelige maengder.

0

F indeholder ingen punktmaengder.
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1600-tallet Ikke-standardanalyse lkke-standard-calculus Konstruktion af *R

Et filter p& N er en ikke-tom delmangde F C P(N), som opfylder
o HiisUe FogUCV,sderV eF.
e HvisU,VeF,erUNV eF.
o J¢F.
Vi kalder F et ultrafilter, hvis der endvidere galder
@ For alle U € P(N) er enten U eller N\ Ui F.
Det kaldes frit, hvis
@ F indeholder ingen endelige maengder.

0

F indeholder ingen punktmaengder.

0

F har ikke formen {A C N | a € A} for noget a.
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